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1. Beim Abfiillen von Kartoffeln in 10-kg—Sécke variiert das Einfiillgewicht zwischen 9.750
kg und 10.750 kg. Die Einfiillgewichte sind in diesem Bereich gleichverteilt, Gewichte
ausserhalb kommen nicht vor.

a) Wie gross ist approximativ die Wahrscheinlichkeit, dass beim Beladen eines Lie-

ferwagens mit 146 Sécken das zuldssige Ladegewicht von 1500 kg iiberschritten
wird?

b) Wieviele Sicke darf man hochstens laden, damit das zuléissige Ladegewicht nur
mit (approximativer) Wahrscheinlichkeit 1% iiberschritten wird?

Hinweis: Die Gewichte der einzelnen Sécke kénnen als unabhéngig voneinander ange-
nommen werden.

Losung:

a) Fiir i > 1 sei X; das Einfiillgewicht des i-ten Kartoffelsacks. Die X;, i > 1, sind
i..d mit X; ~ U(9.75,10.75). Sei S, = > ;" ;| X;. Dann gilt:

E[X;] =10.25,  also E[S14] = 146 E[X;] = 146 - 10.25 = 1496.5,

1 14 _
Var(X;) = 13’ also Var(Si46) = 16 _ 12.16 und o(Si46) ~ 3.48.

12
Mit dem Zentralen Grenzwertsatz folgt

Z _ 8146 - E[Sl46] apgr/ox. N(O, 1)
Var(5146)

Also ist

P[SMG > 1500] =P

Si46 — E[S146] 1500 — 1496.5
Var(5146) 3.48

~ P[Z>101]=1-P[Z<1.01] =1 — &(1.01) ~ 0.156.

b) Die Gleichung P[S,, > 1500] = 0.01 ist nach n aufzulésen, d.h.
~ 1 1500 — 10.25m :
Vn/12
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S, — E[Sa] _ 1500 — E[S,]

|
01 = P[S, > 1500] = P
0.0 [S,, > 1500] R B




also mochte man approximativ
1500 — 10.25n 1

Vn/12

Mit x = y/n erhalten wir somit die quadratische Gleichung
2.326

V12

mit Losungen z; ~ —12.13 und z3 =~ 12.06 (wegen = = /n ist nur die positive
Losung relevant). Man kann also hochstens n = 145 Sécke laden.

Bemerkung: Obwohl man im Vergleich zu a) nur einen Sack weniger lidt, re-
duziert sich die Wahrscheinlichkeit das zuléssige Ladegewicht von 1500 kg zu
iiberschreiten von 15.6% auf unter 1%. Dies ist plausibel, denn wihrend der Er-
wartungswert E[S146] = 1496.5 nur etwa eine Standardabweichung o(S146) ~ 3.48
unter dem zuléssigen Ladegewicht liegt, ist das erwartete Ladegewicht von 145
Sécken E|[S145] = 1486.25 fast vier Standardabweichungen o(S145) ~ 3.48 unter-
halb von 1500.

®71(0.99) ~ 2.326.

1500 — 10.2522 — r=0

2. a) Berechne mit Hilfe des zentralen Grenzwertsatzes
nok

m ey L

e g

Hinweis Verwende folgendes Resultat:

Wenn X ~ Pois(A), A > 0, und Y ~ Pois(u), ¢ > 0, und X und Y sind un-
abhéngig, dann ist X +Y ~ Pois(A + p).

b) Sei (X)x eine Folge von i.i.d. Zufallsvariablen mit Dichtefunktion

%, fir 0 <z < 2,
fla)=q3, fixr2<z<4,
0, sonst.

Berechne den (P-f.s.) Grenzwert
1 n
Jm 3DV

Losung:

a) Betrachte Xi, Xo,... iid mit X; ~ Pois(1). Insbesondere gilt yp = E[X;] =1 =
Var[Xi] = o2, Aussderdem ist S, = X; + --- + X,, wieder Poisson verteilt mit
Parameter n. Wegen des zentralen Grenzwertsatzes folgt

. n ’I”Lk n _nnk n
e ZH:Ze H:Zza[snzk]zlva[s*ngn]
k=0 k=0 k=0

Sp—ni _n—nu Sn —np N—00 1
P{ﬁw = ﬁa] P[\/ﬁo —0}_”1)(0)
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b) Nach dem starken Gesetz der grossen Zahl gilt mit Wahrscheinlichkeit 1

R

Jim — > Y = EV.
k=1

In unserem Fall, Y, = X ,1/ 2. D.h. mit Wahrscheinlichkeit 1 gilt

LN 12 1/2
Jan 2% = BN

16 — 23/2
==

3. Der Median m einer Verteilung F wurde definiert durch m = F~1(1/2). Seien X1, Xa, ...
ii.d. mit Verteilungsfunktion F', Dichtefunktion f, und Median m = 0. Ferner soll
f(0) > 0 sein. Ferner sei Z,, der sogenannte Stichprobenmedian von Xi,...,X,,
d.h. Z, ist die mittlere Beobachtung, oder formelmissig Z, = Xy mit k& = [§ + 1],
wobei X(1) < -+ < X,y die der Grosse nach geordneten Zufallsvariablen Xi,..., X,
bezeichnen und [z] den ganzzahligen Teil von x.

a) Seien Y; = 1{x,<,} und Sy, () := 3 i, ¥;. Berechnen Sie E[S,,(x)] und Var[S,(z)].
b) Beschreiben Sie das Ereignis {Z,, < x} mit Hilfe der Zufallsvariable S, ().

c) Geben Sie eine Approximation fiir P(Z,, < z) als n — oo und berechnen Sie die
Grenze

. 1/2 — ay,
lim ,
=00\ S, (1 — ) /v/n

wobei a,, = F(%)
Losung:
a) Da S,(z) ~ Bin(n, F(x)) und E[S,(x)] = nF(z), Var[S,(z)] = nF(z)(1 — F(x)).
b) Da

wobel k = [% + 1] ist.
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( Snle) _ p(g) k/n — F(z) )
=P >
VE(@)1-F(z))/vn ~ /F(2)(1 - F(z))/vn

Nl_q)( k/n_F(x) k/n—F(aj) )
VF(@)(1 - F(2))/vn VF(@)(1 = F(z))/vn

Wir setzen ay, := E[Sn(%)] =F <i> und Var[Sn(%)] = an(l — ay)/n.

)= (-

Jn
T
n— o0 an(l —ap n
T 1/2 x @)
Beachten Sie, dass
ap—y F(R)-FO
Jim “k = S P0) = £(0
und 1
Tim F(e/vi) = F(0) = .
Also ist,
. 1/2 — ay .
B e a0 )

4. Eine Zufallsvariable X, heisst x2-verteilt mit Freiheitsgrad v € (geschrieben X, ~ x2),

falls ,
X, => 7.
k=1

wobei (Z)y, ii.d. N(0,1)-verteilt ist. Das verallgemeinert die x3-Verteilung aus dem
Skript S. 104/105.

a) Zeige, dass
EX,))=v und VIX,] =2v

gilt.
b) Gib mit Hilfe der Chebyshev-Ungleichung eine untere Schranke fiir die Wahr-
scheinlichkeit
Xy
P[—l‘ 30.75].
v

Berechnen Sie die Schranke fiir v = 12.
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c) Berechnen Sie fiir v = 12 eine Annéherung fiir die obige Wahrscheinlichkeit mit
Hilfe des zentralen Grenzwertsatzes.

Loésung:

a) Fiir ganzzahlige Werte von v kann X, geschrieben werden als X, = Y7, Z? mit
Z: " N(0,1).

Daraus folgt einerseits

Andererseits ist
EXY=E[(Z?+ Z2+-- -+ Z*)* = vE[Z}] + v(v — 1)E[Z2).
Mit E[Z? =1 und

E[Zfl] = \/ﬂ/ ate 2 4y = Wors [—m?’e_ﬁ/ﬂ . + ﬂ/ 22e™ 2 gy = 3

erhalten wir schliesslich E[X2] = 3v + v(v — 1) = v? + 2v, und daraus

Var(X,) = (v 4+ 2v) — v* = 2u.

b) Chebyshev-Ungleichung (Proposition 5.2): P[|X, —v| > ¢] < Var(X,)/c? = %”

X X, — 3 3
P22 -1]<07| = P Yl<2l=1-Pllx, —v > ¥
v v 4 4
> 1o 02 (LY 07087 fir v = 12
902/16 9 27

)Y X2 EV]=1, V[Y]=2 i=1,,...,v.
Der zentrale Grenzwertsatz fiir X, = )7, Y; lautet:

X, —-vEY] X, -v

T = ~ N(0,1)
P[?-l’go.%} - P[X"V_V gﬂ:P[X\”/le” gz ;] (v =12)
~ @(i\@)—@<—i\/€s>:0.9338.
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